
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ۹                                      ۲۴۰ 

 تذکرات پیش از آزمون:

 ضمن آرزوی موفقیت برای شما داوطلب گرامی، خواهشمند است به نکات زیر دقیقاً توجه فرمایید:

  است. ساعت ۴و وقت آن  سؤال ۹تعداد سؤالات این آزمون 

 شود نام و نام خانوادگی خود را حتماً بنویسید.بر روی هر برگه پیش نویس که به شما داده می 

 ای ننویسید.در زیر خط چین بالای پاسخنامه غیر از جواب سؤالات هیچ علامت یا عبارت مشخصه 

 آوری نماید.را ملاحظه و جمع هاآنی خود را در دسترس نگه دارید تا مسئول مربوط بتواند معرفی نامه و کارنامه 

 ب مهندسی که قابل برنامه ریزی نباشد، مجاز است.استفاده از ماشین حسا 

 به هر شکل که باشند، مجاز نیست. هاآلماناکها و های نجومی، اطلساستفاده از جدول 

 شود. لذا آن را قبل از شروع آزمون به هنگام آزمون همراه داشتن تلفن همراه )خاموش یا روشن( تخلف محسوب می

 مسئول حوزه تحویل دهید.

 ین آزمون در اواخر خرداد ماه اعلام خواهد شد.نتایج ا 

 تهیه شده است. کامبیز خالقیی تشریحی این آزمون توسط آقای پاسخنامه 

 

 و پاسخ تشریحیدفترچه سوالات 
 اولمرحله 

 ۱۳۷5لمپیاد ریاضی سال ی ادوره پانزدهمین

3۰                                  -                                      ۱۲۰ 

 تذکرات آزمون:

پژوه گرامی، خواهشمند است قبل از پاسخ به سؤالات آزمون به موارد زیر توجه ضمن آرزوی موفقیت برای شما دانش

 کنید:

  است.دقیقه  ۱۲۰و وقت آن  ایزینهسوال چند گ 3۰این آزمون شامل 

 حساب در این آزمون غیر مجاز است.استفاده از ماشین 

  نیستهمراه داشتن تلفن همراه )حتی خاموش( در طول زمان آزمون مجاز. 

 ی سؤالات را با خود ببرند که تا پایان آزمون در جلسه حضور داشته باشند.توانند دفترچهفقط داوطلبانی می 

 انجام شده است.ی اجرایی ماخ کمیتهزتولید این سوالات توسط انتشار و با 

 

 

 

 حساب در این آزمون مجاز نیست.استفاده از ماشین



 

۲     
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یک پذیر شود. بزرگترین عدد زوج به کار رفته در کدامبخش 1375کنیم تا حاصل بر ، . . . را آنقدر ضرب می8، 6، 4، 2اعداد زوج متوالی          -1

 د؟کناز روابط زیر صدق می
 

  31تا  21بین  (ج  21تا  11بین  (ب  11تا  1بین  الف(

 پذیر نیست.چنین کاری امکان (هـ         41تا  31بین  (د

 

xاگر -2 y9 xپذیر باشد، برای اینکه لزوماًبخش 11بر  5 ky10  پذیر شود،بخش 11نیز برk یک از مقادیر زیر انتخاب را برابر کدام

 کنیم؟
 

 10 (هـ 8 (د 6 (ج 4 (ب                2 الف( 
 

که طوریکنیم، بهرسم می Cو A،B ترتیب از سه رأسبه را L3 و L1،L2در صفحه مفروض است. سه خط موازی ABCD مربع        -3

 باشد. مطلوب است مساحت مربع. 7برابر  L3با L2ی و فاصله 5برابر  L2 با L1ی فاصله
 

 74 (هـ                            74(د                               35 (ج                          35(ب                             70 الف(

 

xهای مرتبتاییسه تعداد        -4 y z( , , xاز اعداد طبیعی که در معادلات  ( y z2 xو 124 y z2 کنند صدق می 100

 عبارت است از:
 

 4 (هـ 3 (د 2 (ج 1 (ب 0 الف( 
 
 

رسم  ABو BC،ACترتیب موازیرا به KLو EF،GHمفروض است. سه مماس rو دایرۀ محاطی آن به شعاع ABCمثلث       -5

aایم. اگرکرده
r،br وcr هایهای محاطی مثلثهای دایرهترتیب شعاعبهAEF،BGH وCKL یک از باشند، آنگاه کـــدام 

 روابط زیر همواره صحیح است؟
 

a الف( a b
r r r r  

a(ب b c
r r r r 

a(ج b c
r r r r 

a(د b c
r r r r 

 کدام از این روابط همواره برقرار نیست.هیچ (هـ
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 ترین مسیر ممکن را پیموده باشیم؟که کوتاهطوریبرویم به Bبه Aشده ازتوانیم روی خطوط رسمدر شکل زیر به چند طریق می         -6

 

 

 

 18 الف(

 34 (ب

  26 (ج

 28 (د

 32 (هـ

 
 

است(. مطلوب  5731عدد  1375نامیم )مثلاً مقلوب می aآید مقلوبدست میبه aرا که از وارون کردن ارقام عدد طبیعی bعدد طبیعی       -7

 ، که مقلوبشان با خودشان برابر است.99999تا  1است تعداد اعداد بین 
 

 1008 (هـ 1542 (د 976 (ج 1220 (ب 1098 الف(
 

aسه عدد حقیقی باشند که cو a،bفرض کنید       -8 aو a. اگر0 b c4 3 های گیرییک از نتیجهکدام دارای یک علامت باشند، 2

axی زیر برای معادله bx c2  درست است؟ 0
 

)یتوانند در بازهصورت وجود نمی در هر دو ریشه الف( , )1   قرار گیرند. 4

)یانند در بازهتوهر دو ریشه در صورت وجود نمی (ب , )1   قرار گیرند. 2

  حقیقی است. یمعادله دارای دو ریشه (ج

 ند.های متفاوتی هستمعادله در صورت وجود دارای علامت یدو ریشه (د

 یکسانی هستند. معادله در صورت وجود دارای علامت یدو ریشه هر (هـ

 

هایدنباله          -9
n
a n2123 وn

n b n( , , ,...)1 2 3 کوچکترین عدد صحیحی باشد که rاند. فرض کنید کهداده شده 3

r r
a b وs نیز بزرگترین عدد صحیحی باشد کهs s

a b rصورت. در این1 s برابر است با: 
 

 38 (هـ 33 (د 32 (ج 31 (ب 30 الف(
 

ABالساقینمثلث متساوی    -10 AC ABC( کند و داریمقطع می Dرا در ACضلع  Bیمفروض است. نیمساز زاویه (

BC BD ADی ی زاویه. اندازهA : برابر است با 
 

  120(هـ                           115(د                            110(ج                           108(ب                        100الف(
 

ABالساقینمثلث متساویدر  -11 AC ABC( یک از برابر با کدام SinCصورتاست. در این CDعمود بر نیمسازBMمیانۀ(

 مقادیر زیر است؟
 

الف(
2 3
2

(ب                
2 2
2

(ج                    
5
2

(د                            
15
2

(هـ                            
1
4

  

B 
     

      

      

      

      

     A 
 



 

۴     
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aکهطوریسه عدد صحیح و مثبت باشند به cو a،bفرض کنید        -12 b2 و باقیماندۀ تقسیمa برb برابرr2باقیماندۀ تقسیم ،a برc 

 پذیر باشد کدام شـبخ cرـه بـر کـداد زیـصورت کوچکترین عدد از میان اعاست. در این rنیز برابر cبر b، و باقیماندۀ تقسیمrبرابر

 است؟
 

aالف( b( (ب                  (
a b( )

2
(ج                  

a b( )

3
a(د                    b( a(هـ                   2( b( )3  

 

دهیم که مجموع را به این نواحی طوری نسبت می 9ا ت 1اند. اعداد از وجود آوردهناحیه )متناهی( در صفحه به 9دایره مطابق شکل،  5       -13

 عبارتتواند داشته باشد، یــرین مقداری که این مقدار مساوی مـشتـاوی باشد. بیـهای دیگر مسداد دایرهـموع اعـاعداد هر دایره با مج

 :است از
 

 12 الف(

 13 (ب

   14 (ج

  15 (د

  16 (هـ
 

اگر  -14
r r r r

r r r r
S

( )( )( )...( )

( )( )( )...( )

2 1 3 1 4 1 100 1

2 1 3 1 4 1 100 1
 نزدیکتر است؟ Sیک از مقادیر زیر بهکدام 

 
  66667/0 (هـ 6667/0 (د 667/0 (ج 67/0 (ب 6/0 الف(

یمعادله nازای کدام مقداربه         -15
x y n

1 1 1
 است؟فردی اعداد طبیعی دارای جواب منحصربه یدر مجموعه 

 
 کدامهیچ (هـ 2651 (د 2219 (ج 2119 (ب     1024 الف(

 

25یک صفحۀ شطرنجی         -16 را  25، . . . و 2، 1دهیم. اعداد های آن قرار میترتیب زیر در خانهرا به 225تا 1را در نظر گرفته اعداد  25

 دی ـعـای بـرهـطـن ترتیب در سـرا از چپ به راس در سطر دوم، و بقیه را بـــه همی 50، . . . و 27، 26اول،  از چپ به راست در سطر

صورت مجموع اعداد خانه را چنان انتخاب کنیم که هیچ دوتایی در یک سطر یا یک ستون نباشند در آن 25دهیم. حال اگر مربع قرار می

 داشته باشد؟تواند ها چه مقدارهایی میاین خانه
 

تواند برابرفقط می الف(
25

2
هر مقدار بین (ب              باشد. 

25

2
و 

25

3
  تواند باشد.می 

)rتواندفقط می (ج )
1
25 25

2
هر مقدار بین (د              باشد. 

25

2
)و  )31

25 25
2

 تواند باشد.می 

)و 225هر مقدار بین (هـ )31
25 25

2
 تواند باشد.می 

 

 

 



 
 

5 
 

 

 

 ۱375سال                        ۱5دوره  اولمرحله 

nایچندجمله    -17 n
n

P x x a x a( ) ...1
1 i، که0

aگر داشته باشیمها اعداد صحیح هستند، مفروض است. ا

P P( ) ( )1 2  توان بیان کرد کدام است؟می Pترین حکمی که در مورد ضرایبصورت دقیق، در آن0
 

  است. 2( کوچکتر یا مساوی a0ضریب جملۀ ثابت )یعنی الف(

  منفی حداکثر یک است.اختلاف بین تعداد ضرایب مثبت و ضرایب  (ب

 های زوج است.های فرد قرینۀ مجموع ضرایب توانمجموع ضرایب توان (ج

 وجود دارد. 2حداقل یک ضریب کوچکتر یا مساوی (د

Pهای بالا در مورد تمامیکدام از حکمهیچ (هـ x(  کنند.ها صدق نمی(

 

Sبعمر         -18 x y x y{( , ) | , }0 10 tازای هررا در نظر بگیرید و به 1 ,01 ،tC را مجموعۀ نقاطی ازS  در نظر بگیرید

)tکه بالای خط واصل بین نقاط , )tو 01( , Cد )هستن 0( 1
2

tاشتراک تمام Aدر شکل نشان داده شده است(. اگر
C،ها 

t0 ، باشد یعنی 1
t

A x x C t{ | , ,  ی زیر است؟هایک از مجموعهبرابر کدام Aصورت. در آن01{
 

  

S الف( x y x y{( , ) | }1 

S(ب x y x y{( , ) | }1 

S(ج x y x y{( , ) | }1 

S(د x y x y{( , ) | }1 

S(هـ x y x y{( , ) | }1  

 
 

ها از اعدادiaکه a1375، . . . وa1،a2دلخواه یج و متمایز باشند. برای هر دنبالهده عدد طبیعی زو P10، . . . وP1،P2فرض کنید که -19

P1 تاP10 یک از احکام زیر درست است؟باشند کدام 
 

iتعدادی متناهی از الف(
aضرب آنها یک مربع کامل است.های متوالی وجود دارند که حاصل  

iتعدادی متناهی از (ب
aضرب آنها یک مکعب کامل است.های متوالی وجود دارند که حاصل  

iدی متناهی ازتعدا (ج
aضرب آنها دو برابر یک مربع کامل است.های متوالی وجود دارند که حاصل 

iتعدادی متناهی از (د
aضرب آنها دو برابر یک مکعب کامل است.های متوالی وجود دارند که حاصل 

 الف و ب هر دو درست است. (هـ

 

 k2کهطوریبه kصورت بزرگترین مقدارشمارد. در آنرا می n، عدد طبیعی13752بزرگترین عدد صحیحی است که 1375فرض کنید          -20

nAعدد ...2 4 11 9 9  با :را بشمارد برابر است  9
 

  1378 (هـ 1377 (د 1376 (ج 1375 (ب 1374 الف(
 

 

1 

 

1 

 

O 
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 باشند. اگر داشته باشیم :  2ای با ضرایب حقیقی و با درجۀ بزرگتر یا مساوی دو چندجمله gو fفرض کنید         -21

f x f x g x n2 1 1
2

2 2
 

 تر است؟یک دقیقهای زیر، کدامگیرین نتیجهصورت از بیدر این
 

nازای هربه الف(   است. nیاز درجه fکهطوریهایی وجود دارند بهایچنین چندجمله 2

  هایی وجود ندارند.ایچنین چندجمله (ب

f (ج x( ,ای درریشه (
1

1
2

 دارد. 

g(د x( ,ای درریشه (
1

1
2

 دارد. 

g(هـ x(  بزرگتر از صفر است. xبرای هر (

 

 Fگیریم. حال اگرمی BCی وسط ضلع نسبت به نقطه Dی را قرینه Eو Aرا پای نیمساز رأس  ABC،Dمثلث مفروضدر         -22

BAFبه قسمی انتخاب کنیم که BCرا روی EAF صورتدر آن
BF

FC
 یک از مقادیر زیر است؟برابر کدام 

 

 الف(
c

b
(ب     

c

b

2

2
(ج                         

c

b

3

3
(د                           

c

c b
(هـ                       

c

c b

2

2
  

 

AHهای مثلث است. اگرمحل برخورد ارتفاع Hنقطۀ ABCمثلثدر        -23 BC، ی هآنگاه زاویA تواند داشته چه مقادیری می

 باشد؟
 

  60و45(هـ                             45(د                               60(ج                  75و60(ب                45و30الف(
 

Sاگر         -24 { , , ,..., }1 2 3  د عضو دارد؟آن با این خاصیت که هیچ عضو آن دو برابر دیگی نباشد چن ی، آنگاه بزرگترین زیرمجموعه99

   
 77 (هـ 71 (د 66 (ج 62 (ب    55 الف(
   

داشته باشیم k، . . . از اعداد طبیعی با این خاصیت که برای هرn1،n2،n3هایمورد تعداد دنبالهدر         -25
k

k n
n n1 توان گفت؟چه می 

 

  ها وجود دارد.تعداد زوجی از این دنباله (ب        بینهایت دنباله با این خاصیت وجود دارد. الف(

 دنباله با این خاصیت وجود دارد. 3دقیقاً  (د        دنباله با این خاصیت وجود دارد. 5دقیقاً  (ج

 این خاصیت وجود دارد. دقیقاً یک دنباله با (هـ

    
fرا در نظر گرفته و 2در مبنای  n، بسطnبرای عدد طبیعی         -26 n( عنوان مثال گیریم )بههای صفر در آن در نظر میرا برابر تعداد رقم (

f ( )4 fو 2 ( )6 f(. اگر فرض کنیم که1 f fS ( ) ( ) ( )...1 2 2552 2  برابر خواهد بود با : Sآنگاه مقدار 2
 

 6560 (هـ 3276 (د 1086 (ج 1090 (ب   3280 الف(
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iضربدر حاصل       -27 j
i j

x x( )
1 9

xجملۀ ضریب  x x...4 4 4
1 2  برابر است با : 9

 

(ب صفر الف(
9

4
(ج 

9

4
(د                     

9 9
9

2 3
(هـ        

9 9
9

2 3
  

مجموع بردارهای  Rدر میان قرمز و آبی هستند. فرض  کنید که یکطوریاند بهتعداد زوجی بردار واحد از یک نقطه از صفحه رسم شده       -28

 توان گفت چیست؟ترین حکمی که میصورت دقیقمجموع بردارهای آبی باشد. در این Bقرمز و
 

Rالف( B R(ب  2 B 1 2  

R(ج B 1 R(د                                 3 B
2
3

  

R(هـ B 1  

 
وسط این نقاط که ت 120های کوچکتر یا مساویاند. مطلوب است حداقل تعداد کمانای قرار گرفتهطور دلخواه روی دایرهنقطه به 25       -29

 شود.درست می
 

 149 (هـ 144 (د 132 (ج 120 (ب 100 الف(

 

yالساقین محاط در دایرۀ واحد است. فرض کنیدذوزنقۀ متساویABCDدر شکل زیر         -30 xصورت. در اینy x برابر است با: 
 

  

)abف(ال )2 

a(ب b 

  ab(ج

b(د a 

  ab(هـ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

D 

A B 

C 

O 

y 

x a 

b 

H 
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 پاسخ های تشریحی

 

 گزینه )ج( صحیح است.          -1

 

31375توجه کنید که 5  است. 30کار رفته دارند، پس بزرگترین عدد به 5عامل  10های اعداد زوج فقط مضرب . چون بین11
 

 گزینه )د( صحیح است.          -2

 

xچون  y9 xپذیر است، پس بخش 11بر  5 y2 xپذیر است. پس بخش 11نیز بر  6 y( )5 2 پذیر است و بنابراین،بخش 11بر  6

k
11

k . پس30 8. 
 

 گزینه )هـ( صحیح است.          -3

 

 قطع کند. Fرا در  L3و  Eرا در  L1های موازی رسم کنید تا خطی عمود بر خط Bاز 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

AE همنهشت است. پس BFCبا مثلث  AEBصورت، مثلث در این BF  . بنابراین،5
AB AE BF2 2 2 2 25 7 74 
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 آوریمدس میبا کم کردن دو معادله از یکدیگر به

x y x y

y x y x( )( )

2 224

1
 

yتوجه کنید که اگر  x  ،زوج باشدy x( yفرد است و اگر  1( x  ،فرد باشدy x( های زیر فقط حالت زوج است. پس 1(

 امکان دارد:

A 

 

 

 

E 

D C 

F 

B 



 
 

۹ 
 

 

 

 ۱375سال                        ۱5دوره  اولمرحله 

y x

y x

3

1 8
        یا       

y x

y x

1

1 24
 

xبنابراین،  y z( , , ) ( , , )12 13 x یا 57 y z( , , ) ( , , )3 6 85. 

 در اعداد طبیعی یک جواب و در اعداد صحیح هشت جواب دارد.
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BGHهای توان دید که مثلثسادگی میبه AEF,  وCKL  با مثلثABC های تشابه نیز اعداد اند و نسبتمتشابه
p b p a

p p
و  ,

p c

p
 هستند. چون 

p a p b p c

p p p
1 

aپس  b c
r r r r و از آنجاa b c

r r r r. 
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)های ممکن بگذریم تعداد راه Cاگر از  Bبه  Aبرای رفتن از  )4 4  نیز چهار راه( Bبه  Cچهار راه و از  Cبه  Aاست )از  16

B 
     

      

   C   

  
D 

   

      

     A 

گذرند )روی مرز مربع نمی Cو  Dکدام از راه وجود دارد. امّا دو مسیر نیز وجود دارند که از هیچ 16بگذریم  نیز Dبه همین ترتیب، اگر از 

 حالت است. 34ها بزرگتر(. پس تعداد کل حالت
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k
n  را تعداد عددهایk گیریم که با مقلوب خود برابرند. برای اینکه رقمی میn  عددیk  رقمی باشد که با مقلوب خود برابر است، رقم

 یکان آن نباید صفر باشد. اکنون توجه کنید که

k                   اگر n1            آنگاه 1 9 

k  اگر l l,2 1 l    آنگاه 1
k
n 9 10 

k     اگر l l,2 l آنگاه 1
k
n 19 10 
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 پس

n n n n n1 2 3 4 5 9 9 90 90 900 1098 
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 توانیم بنویسیمصورت میداشته باشد. در این x2و  x1فرض کنید معادله دو ریشه حقیقی مانند 

a a c

a
a c

b a
x x x x

x x x x

( )

( )( ) ( )( )
1 2 1 2

1 2 1 2

4 3 2
0

4 3 2

2 3 4

1 2 2 1

 

)توانند در بازه پس هر دو ریشه در صورت وجود نمی , )1  باشند. 2
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rهای با حل نامعادله r2123 sو  3 s2123 rتوان به آسانی نتیجه گرفت که می 4 sو 20 . پس13

r s 23. 
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 توانیم بنویسیم:است می Bنیمساز زاویه  BDچون 

DC BC

AD AB
 

BDچنان انتخاب کنیم که  BCرا روی  Dاگر  BD ، 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ADآنگاه  D C توانیم چنین بنویسیم:و رابطه بالا را می 

DC D C

BC AC
 

A 

D 

 

C B 
1 2 
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DDو چون دو مثلث  C  وABC  در زاویهC ثلث اند. بنابراین، ماند پس با هم متشابهنیز مشترکDD C الساقین است. پس، متساوی

DDباشد، چون  2برابر  Cاگر زاویه  C  زاویه خارجی مثلثDD C شود است نتیجه میDD C چون مثلث  همچنین 4

BD D توانیم بنویسیمالساقین است میمتساوی 

180 4 4 9 

 . بنابراین، 20 و در نتیجه

A 180 4 9 
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BCاند. پس همنهشت EMCو  EBCالزاویه های قائمبنامیم، روشن است که مثلث Eرا  CDو  BMاگر نقطه تقاطع  MC  و

AC در نتیجه، BC2 . 

Aباشد،  برابر با  Cاگر  180  و بنابراین، 2

Asin sin cos2 
 پس از قضیه سینوسها

A BC

B AC

sin

sin
 

 شود، نتیجه می

sin cos

sin

2 1
2

 

cosو بنابراین، 
1
4

sin یا 
15
4

. 
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 توانیم بنویسیمتوجه کنید که می
a mc r b nc r a lb r, , 2 

nکه  m,  وl اند. چون عددهایی صحیح و نامنفیa b2 ،شود نتیجه میl lیا  0 1. 

D 

B C 

M 

A 

E 
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lاگر  aشود نتیجه می، 0 r2  و درنتیجهmc r . اماr c0 . پسm rین، بنابرا 0 aپس . 0 که تناقض  0

lاست. اگر  aشود نتیجه می، 1 b r2  ،و درنتیجهb a r2 . ،بنابراین 

a b a b r
a r mc

2
2 2

 

یعنی 
a b

2
پذیر است. اما بخش cبر  

a b

3
 پذیر نیست. در واقع ازبخش cلزوماً بر  

a b a r a r mc( )2 2 2 2
3 3 3 3

 

شود که اگر نتیجه می
a b

3
aپذیر باشد. پس لزوماً بخش 3باید بر m، پذیر باشدبخش cبر   c3  وb c3 . اما مثال

b a,9 cو  15  دهد که این روابط لزوماً برقرار نیستند.نشان می 6
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 نامیم.می Nکنیم اعداد مطابق شکل قرار داده شده باشند و مقدار مشترک را فرض می

 
 

 

 

 

 

 

 توانیم بنویسیممی

N a b h i 
 بنابراین، 

N2 6 9 7 8 2 30 
Nنتیجه،  و در Nامّا اگر . 15  آنگاه. 15

a b h i{ , , , } { , , , }9 8 7 6 
 و درنتیجه با استفاده از دایره وسط،

N d e f 5 4 3 12 
Nکه تناقض است. پس  Nدهد که مقادیر زیر نشان می. 14  ممکن است. 14

a b c d e f g h i, , , , , , , ,5 9 2 3 4 7 1 9 8 
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 توجه کنید که

S
( )( )( )( )...( )( )

( )( )( )( )...( )( )

2 3 2

2 3 2

2 1 2 2 1 3 1 3 3 1 100 1 100 100 1

2 1 2 2 1 3 1 3 3 1 100 1 100 100 1
 

 اما چون

 i 
h 

e 

c 
b 

a 

g 
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n n(( ) )2 1 1 
 و 

n n n n( ) ( )2 21 1 1 1 
 شودنتیجه می

S
( )( )( )

/
( )( )( )

2

2

2 1 3 1 100 100 1 10101
0 66673

151502 2 1 99 1 100 1
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 کنیم معادلهثابت می

x y n

1 1 1
 

 صورت معادلهعددی اول باشد. در این pعددی اول باشد. فرض کنید  nفرد دارد اگر و فقط اگر در مجموعه اعداد طبیعی جواب منحصربه

x y p

1 1 1
 

 صورتتوانیم بهرا می

yp
x
y p

 

 صورت،نویسیم. در اینب

yp x y p( ) 
xپس  y p( xدارد. اما اگر  pعامل  ( kp ، آنگاهy k y p( yکه ناممکن است. پس  ( p kp . پسy p k( )1 .

 بنابراین، 

k

p k p k
x

kp

( ) ( )2 1 1
 

kاما چون  kشود نتیجه می، 1 p . بنابراینy p p( xو  1( p  فرد معادله است.جواب منحصربه 1

qاز طرف دیگر؛ اگر  p,1 nو  1 pq ،آنگاه معادله دارای دو جواب متمایز 

x n y n n, ( )1 1 

 و
x p q y pq q( ), ( )1 1 

 کدام از اعداد داده شده اول نیست.است. توجه کنید هیچ
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jتوجه کنید که اعداد  i j( , ,..., )0 1 24 ایم. حال اگر اعداد را چنان انتخاب کنیم که هیچ دوتایی در یک ام چیدهiرا در ستون  25

iصورت عدد به 25سطر یا یک ستون نباشند،  j25  باi  وj این عددها برابر است باهای متمایز داریم. پس مجموع 

( )1 2 3 25 0 25 1 25 24 25 
 که عبارت فوق برابر است با
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( ) ( )
( )325 25 1 24 24 1 1

25 25 25
2 2 2
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Pروشن است که  x( xبر  (  پذیر است. فرض کنیدبخش 2

n n
n n

P x
h x b x b x b

x

( )
( ) 1 2

1 2 02
 

kتوان ثابت کرد که اگر به آسانی می n0 ،آنگاه 

k k k
b b a1 12 

aو  b0 hتوجه کنید که . 02 P( ) ( )1 1  پس. 0

n n
b b b1 2 0 0 

iهمه ضرایب 
b است. اگر  1کم یکی از این ضرایب بزرگتر از یا مساوی با شند. پس دستعلامت باتوانند همنمیb0 a0آنگاه ، 1 2 .

b0اگر  kکوچکترین عدد طبیعی باشد که  kفرض کنید ، 1
b 1، 

j
b j k, , ,...,0 01 1 

 صورت،در این

k k k
a b k1 2 2 

Pکم یکی از ضرایب پس دست x(  است. -2کوچکتر از یا مساوی با  (
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tتوجه کنید که اگر  tو  0 tه از آنگا، 1
x y C( ,  شود،نتیجه می (

yt t x t t x y( ) ( ) , ,1 1 0 1 

 و در نتیجه، 

t x
y x t x t

t t

1
1 1 

tازای به، Sتوجه کنید که در مجموعه  ( , )01، 

x
t x

t
2 

 بنابراین،

y x x x( )21 2 1 

xو درنتیجه،  y Cچون . 1 C S0  شودنتیجه می، 1

A S x y x y{( , ) | }1 

 توان دید کهاز طرف دیگر، به آسانی می

S x y x y A{( , ) | }1 

 در نتیجه

S x y x y A{( , ) | }1 



 
 

۱5 
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jبردار  j j
j
x ( , ,..., )1 2 j1ازای را به 10  کنیم: چنین تعریف می 1375

iاگر توان 
P ضرب در حاصلj

aa a...1 rباشد و  rبرابر  2 s
2

sکه   { , jدهیم قرار می 01{
j
s  روشن است که

j
i

j i( , )1 1375 1  .1است یا  0یا  10

jپس تعداد بردارهای 
x  است. پس بین  1024یعنی ، 102متمایز حداکثرx x x, ,...,1 2 lمانند کم دو بردار دست 1375

x  وk
k l x( ) 

i1ازای برابرند. پس به iاگر تعداد ، 10
P  بینl

a a a,..., ,2 iزوج باشد تعداد  1
P ها بینk

a a a,..., ,2 نابراین و ب 1

l k k
a a a,..., ,2 iنیز زوج است. اگر تعداد  1

P  بینl
a a a,..., ,2 iفرد باشد، تعداد  1

P  بینk
a a a,..., ,2 نیز فرد و بنابراین بین  1

l k k
a a a,..., ,2 kزوج است. پس  1 k l

a a a...1  مربع کامل است. 1
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Oفرض کنید  n( kباشد که  kدهنده بزرگترین عدد صحیح نشان ( n|2 .توجه کنید که 
n

A
49 1
8

 

 و همچنین، 
t t ts s. . ...( )( )

12 2 29 1 9 1 9 1 

چون 
t s.29 k4صورت عددی به 1  شوداست، نتیجه می 2

t ts sO O. .( ) ( )
12 29 1 9 1 1 

 عدد فردی باشد،  sحال اگر 
sO( )9 1 3 

 و بنابراین 
s

O
.

( )
1375 229 1

1377
8
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 داریم، xدقت کنید که برای هر عدد حقیقی 

x x x( ) ( )2 21 1 1
2 2 4

 

 

xپس  x2 1
2

fو با توجه به این که اگر   x( )
1

0
2

f، آنگاه  x( )2 یک ریشه داشته باشد بینهایت  fود که اگر شنتیجه می 0

gریشه ندارد و در نتیجه،  fشود. بنابراین ریشه برای آن پیدا می x(  همواره مثبت است. (
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 .BAF فرض کنید

 

 توانیم بنویسیم، می ABFدر مثلث 

BF

AF B

sin

sin
 

 توانیم بنویسیم، می AECدر مثلث 

EC

AE C

sin

sin
 

 پس

BF AF C AF c

EC AE B AE b

sin
. . ( )
sin

1 

 طور مشابه داریم،هنیز ب ABEهمچنین، در مثلث 

BE A

AE B

sin( )

sin
 

 توانیم بنویسیممی ACFو در مثلث 

FC A

AF C

sin( )

sin
 

 پس

BE AE C AE c

FC AF B AF b

sin
. . ( )
sin

2 

 شود،( نتیجه می2( و )1های )از رابطه

BF BE c

FC EC b
.

2

2
 

BDاما چون  EC  وBE CD ، ،خواهیم داشت 

BE CD b

EC BD c
 

 و بنابراین

BF c

FC b

3

3
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 قطع کند. Dا دایره محیطی مثلث را در کنیم تعمود می BCخطی بر  Cدر نقطه 
 

 

 

 

 

A 

B F D E C 
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BAD قطر دایره است و بنابراین، BDروشن است که  90. 

CHپس،  DA|| و CD AH|| یعنی چهارضلعی .AHCD الاضلاع است و در نتیجه، متوازیAH CD  ،همچنین

BC AH  و بنابراین، در مثلثBCD  زاویهBDC  است. چون  45برابرBAC BDC ،گیریم که زاویه نتیجه می

BDC 45برابر. 
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 j2و  jو عدد حداکثر یکی از د، jازای هر یک از این عددها مانند  نظر بگیرید. به را در 100مجموعه عددهای طبیعی فرد کوچکتر از 

 توانند در مجموعه مورد نظر قرار داشته باشند، پس از دو زیرمجموعهمی
{ , , ,..., }, { , , ,..., }1 2 5 99 2 4 6 98 

حداکثر 
99
2

 عددهای فرد، یعنی  8و مضارب  4 همین ترتیب از دو مجموعه مضاربعدد در مجموعه مورد نظر قرار دارند. به 

{ , , , ,..., } , { , , ,..., }4 12 20 28 98 8 24 40 88 

حداکثر 
99
8

شود که حداکثر تعداد عضوهای مجموعه مورد نظر برابر عدد در مجموعه مورد نظر قرار دارند. با ادامه این استدلال نتیجه می 

 است با

99 99 99 99
66

2 8 32 64
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kصورت روشن است که ای با خاصیت بیان شده اکیداً صعودی است. در ایندهیم هر دنبالهنشان می
n k  و از رابطه

k
k n
n n1  نتیجه

kشود که می
k n1ازای هر عدد طبیعی مانند. در نتیجه، بهk

n k k, برای اثبات اینکه .k
n{ -ای صعودی است توجه میدنباله {

B C 

D 

A 

H 
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kازای باشد و به از همه اعضای دنباله اکیداً کوچکتر است زیرا اگر عضو مینیمم دنباله  n1کنیم که  kداشته باشیم  1
n آنگاه ،

k
n
n

1
 را از دنباله حذف کنیم و دنباله جدید n1که تناقض است. حال اگر  

n n, ,...2 3 

kشود که ترتیب نتیجه میاینکوچکترین عضو آن است. به  n2را درنظر بگیریم این دنباله نیز این خاصیت را دارد. بنابراین 
n{ ای دنباله {

 اکیداً صعودی است.
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 توجه کنید که

t

t i

t

t i

t

i t

i

i

i
S

t

i

t

i

t

7 8

0 1

7 8

0 1

8 7

1 0

8 1
1

8

1
2

1
2

1
2

3

3 1
2

3280
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iشتی که جای اگر جایگ
x  وix کند روی را عوض میi

x{ iعمل کند  { j i j
x x( )1 شود. اما اثر این جایگشت روی قرینه می 9

xضرب، جمله جملات بسط حاصل x x4 4 4
1 2 د. پس ضریب این جمله جمله صفر است. )در واقع همین داررا ثابت نگاه می 9

 های با ضریب ناصفر، هیچ دو توانی برابر نیستند(.دهد که در جملهاستدلال نشان می
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Rمیان )مطابق شکل( از هم کم کنیم  در اگر بردارها را یک B| دست آمده خواهد بود. امّا این بردارها پشت سر بردارهای به برابر مجموع |

Rدهد پس طول بردار ای در درون یا روی دایره انتقال میای از دایره را به نقطههم و مجزا هستند لذا مجموعه آنها در واقع نقطه B  کمتر

 است. 2از یا مساوی با قطر دایره، یعنی 
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نقطه  kنقطه(. هر کدام از این  kاز آن قرار دارند )مثلاً  120ای باشد که کمترین تعداد نقاط در فاصله کمتر یا مساوی نقطه xفرض کنید 

از هم  120ای کمتر از نقطه دیگ نیز در فاصله k24دارند. همچنین، هر دو نقطه از  120نقطه دیگر در فاصله کمتر یا مساوی  kخود 

 حداقل برابر است با  120ر یا مساوی قرار دارند. پس تعداد کمانهای کمت
 

k k kk
k

21 24 24

2 2 22
 

 

kازای که کمترین مقدار آن به kیا  12 -را به 144نقطه نزدیک قطب دیگر،  13نقطه نزدیک یک قطب و  12است. ) 144برابر  13

 (دهند.دست می
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 توجه کنید که 
 

BC AD
BHC BC

2
 

BOCو چون  BC  پسOHBC محاطی است و با استفاده از قضیه بطلمیوس داریمy x ab. 

 


